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�������������������������������
����������������������������������������������Cos�

deqn = {y′′
[x] + y[x] ⩵ 0, y[0] ⩵ 1, y′

[0] ⩵ 0};

sol = AsymptoticDSolveValue[deqn, y[x], {x, 0, 8}]

1 -
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2
+
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-
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x8
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���������������������������������������
���������������������������������� / ������������������������������������� = 0�

besseleqn = x2 y′′
[x] + x y′

[x] + x2 -
1
4

y[x] ⩵ 0;

sol = AsymptoticDSolveValue[besseleqn, y[x], {x, 0, 6}]

x -
x5/2

6
+
x9/2

120
1 +

1

x
-
x3/2

2
+
x7/2

24
2
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������������������������������������

AsymptoticDSolveValue[y′′
[x] - x y[x] ⩵ 0, y[x], {x, ∞, 3}]

ⅇ
-
2 x32

3
385

4608 x13/4
-

5

48 x7/4
+

1

x1/4
1 + ⅇ

2 x32

3
385

4608 x13/4
+

5

48 x7/4
+

1

x1/4
2
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eqn = 3 y′
[x]2 + 4 x y′

[x] - y[x] + x2 ⩵ 0, y[0] ⩵ 1;

sol = Quiet[AsymptoticDSolveValue[eqn, y[x], {x, 0, 37}]]

1 -
x

3
-
x2

4

�������������������������������������������������
Simplify[eqn /. {y → Function[{x}, Evaluate[sol]]}]
{True, True}
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��������������������������������������

eqn = ϵ y′′
[x] + 2 y′

[x] + y[x] ⩵ 0, y[0] ⩵ 0, y[1] ⩵
1
2
;

psol = AsymptoticDSolveValue[eqn, y[x], x, {ϵ, 0, 1}]
1

2
ⅇ

1-x
2 -

1

2
ⅇ

1
2
-
2 x
ϵ

��������������������������������
dsol = DSolveValue[eqn, y[x], x]

-

ⅇ
1
ϵ
+

1-ϵ
ϵ ⅇ

x -
1
ϵ
-

1-ϵ
ϵ


- ⅇ

x -
1
ϵ
+

1-ϵ
ϵ



2 -1 + ⅇ
2 1-ϵ

ϵ
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f[x_] := ⅇ
-ω x2-2 x

(1 + x)5/2

� � � � ��

� × ����

� × ����

� × ����

� × ����

� × ����

� × ����

���������������������������������������������������������������������
AsymptoticIntegrate[f[x], {x, 0, ∞}, {ω, ∞, 1}]

4 ⅇ
ω 2 π

1

ω

����������������������������������
% /. {ω → 30.}
1.95625 × 1013

NIntegrateExp-30 x2 - 2 x (1 + x)5/2, {x, 0, ∞}

1.97153 × 1013

���������������������������������������������������������
AsymptoticIntegrate[f[x], {x, 0, ∞}, {ω, ∞, 2}]

15 ⅇω π

2

8 ω3/2
+
4 ⅇω 2 π

ω

% /. {ω → 30.}
1.97153 × 1013
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f[x_] := ⅇ
ⅈ ω Sin[t]

Plot[Re[f[x] /. {ω → 50}], {t, 0, π}, Filling → Axis, FillingStyle → Yellow]

��� ��� ��� ��� ��� ���

-���

-���

���

���

�������������������������������������������������������������������
int = AsymptoticIntegrate[f[t], {t, 0, π}, {ω, ∞, 1}]

ⅇ
-

ⅈ π

4
+ⅈ ω 2 π

ω

���������������������������������������
int /. ω → 5000.
-0.0208877 - 0.0286416 ⅈ

NIntegrate[Exp[ⅈ 5000 Sin[t]],
{t, 0, π}, MinRecursion → 20, MaxRecursion → 20]

-0.0208884 - 0.0282411 ⅈ
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����������������������������������������

aint = AsymptoticIntegrate
ⅇ-t

1 + x t
, {t, 0, ∞}, {x, 0, 8}

1 - x + 2 x2 - 6 x3 + 24 x4 - 120 x5 + 720 x6 - 5040 x7 + 40320 x8

������������������������������������������������
a[n_] := (-1)n n! xn

Table[a[n], {n, 0, 8}]
1, -x, 2 x2, -6 x3, 24 x4, -120 x5, 720 x6, -5040 x7, 40320 x8

SumConvergence[a[n], n]
x ⩵ 0

�������������������������������������������������������������������
aint /. x → 0.05
0.954371

NIntegrate
ⅇ-t

1 + 0.05 t
, {t, 0, ∞}

0.954371

����������������������������������������������������������������������

AsymptoticIntegrate
ⅇ-t

1 + x t
, {t, 0, ∞}, {x, 0, 150} /. {x → 0.05`20}

3.53245487755745350 × 1067

����������������������������������������������������������������

Integrate
ⅇ-t

1 + x t
, {t, 0, ∞}, Assumptions → x > 0

-

ⅇ
1
x ExpIntegralEi- 1

x


x

Sum[a[n], {n, 0, ∞}, Regularization → "Borel"]

ⅇ
1
x Gamma0, 1

x


x
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0

∞ 1

1 + x4 1 + xGoldenRatio
ⅆx


0

∞ 1

1 + x4 1 + xGoldenRatio

ⅆx

�������������������������������

sol = AsymptoticIntegrate
1

1 + x4 (1 + xα)

, {x, 0, ∞}, {α, 0, 4}

2 Gamma 5
4

2

π

�������������������������������������
N[sol, 80]
0.9270373386506859592169251735976300231087994117608834527929640225280108884190599

NIntegrate
1

1 + x4 1 + xGoldenRatio
, {x, 0, ∞}, WorkingPrecision → 80

0.9270373386506859592169251735976300231087994117608834527929640225280108884190599
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�������������������������������������Δ����������������������������Infinity�

AsymptoticRSolveValuey[n + 1] ⩵
n3 + 1 y[n]

n3
, y[n], {n, ∞, 2}

1 -
1

2 n2
1

������������������

DiscretePlot% /. 1 →
1
100

, {n, 1, 30}

� �� �� �� �� ��

�����

�����

�����

�����

�����
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����������������������������������������Δ��������������������������������

AsymptoticRSolveValue[2 n y[n + 1] ⩵ (2 n + 1) y[n], y[n], {n, ∞, 3}]

1 +
5

1024 n3
+

1

128 n2
-

1

8 n
n 1

������������������
DiscretePlot[% /. {1 → 1}, {n, 1, 30}]
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��������������������������������������Δ��
�����������������������������������������������������������������

peqn = a[n + 1] ⩵ a[n] + n a[n - 1];

���������� ������������������������
Clearsol, a

sol[n_] = AsymptoticRSolveValue[peqn, a[n], {n, ∞, 1}]

ⅇ
- n 1 -

119

1152 n
-

7

24 n
nn/2 2 -0.607… n

+ ⅇ
n 1 -

119

1152 n
+

7

24 n
nn/2 1 0.607… n

�������������������������������������������������0�������������

n→
ℤ
∞
sol[n]

1 ∞
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��������������������������������������

������������������������������������������������������� = ∞�

������ eqns = y[n + 1] ⩵ w[n] + z[n], z[n + 1] ⩵ 2 y[n] - z[n], w[n + 1] ⩵
y[n]
n + 1

+ z[n];

������ sol = AsymptoticRSolveValue[eqns, {w[n], y[n], z[n]}, {n, ∞, 1}] //

FullSimplify[#, n ∈ Integers] &

������ 

2-4+ n
2 -3 + 12 2 + 16 n 1 + (-1)1+n 3 + 12 2 - 16 n 2

n3/4
+ (-1)n 3,

2-5+ n
2 (1 + 16 n) 2 + 2  1 + (-1)1+n -2 + 2  2

n3/4
,

2
1
2
(-7+n)

-7 + 4 2 + 16 n 1 + (-1)n 7 + 4 2 - 16 n 2

n3/4
+ (-1)1+n 3
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������ AsymptoticSum1  (k^2 + 1), k, {k, ∞, 8}

������

1

2 k8
-

23

42 k7
-

1

2 k6
+

1

6 k5
+

1

2 k4
+

1

6 k3
-

1

2 k2
-
1

k

���������������������������������Sum �

������ Sum1  (k^2 + 1), k // FullSimplify

������ -
1

2
ⅈ PolyGamma[0, -ⅈ + k] - PolyGamma[0, ⅈ + k]

������ Series[%, {k, ∞, 8}] // Normal

������

1

2 k8
-

23

42 k7
-

1

2 k6
+

1

6 k5
+

1

2 k4
+

1

6 k3
-

1

2 k2
-
1

k
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����������������������������������������������������

������ AsymptoticSum1  (2^k + 1), {k, 0, n}, {n, ∞, 1}

������ -
1

2 1 + 21+n
+ n -

Log1 + 21+n

Log[2]
+

QPolyGamma0, -
ⅈ π

Log[2]
, 1

2


Log[2]

�����������������������������������������������������������n�
������ t1 = Table[%, {n, {5, 50, 500}}] // N[#, 20] & // Chop
������ {1.23443965962768200862, 1.26449978034844334646, 1.26449978034844420919}

������������������������������
������ Sum1  (2^k + 1), {k, 0, n}

������

QPolyGamma0, -
ⅈ π

Log[2]
, 1

2


Log[2]
-

QPolyGamma0, -
ⅈ π-(1+n) Log[2]

Log[2]
, 1

2


Log[2]

������ t2 = Table[%, {n, {5, 50, 500}}] // N[#, 20] & // Chop
������ {1.23357100415923945336, 1.26449978034844332101, 1.26449978034844420919}

������ t1 - t2
������ 0.0008686554684425553, 2.54 × 10-17, 0. × 10-20
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�������������������������������������������������

������ AsymptoticSum(-1)k k ⅇ
-k2 x, {k, 1, ∞}, {x, 0, 3}

������ -
1

4
-
x

8
-
x2

8
-
17 x3

96

���������������������������������������
������ % /. x → 0.07
������ -0.259423

������ NSum(-1)k k ⅇ
-k2 0.07, {k, 1, ∞}

������ -0.259432
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